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1 Equations homogénes du deuxiéme ordre

Soit I’équation :

d’x dx
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On procede au changement de variable : x — exp™. Soit a7 — aXexp™, m%z

mA? exp. L’équation (??) devient (mA? + aX + b) exp? = 0.

Une condition suffisante pour trouver une fonction solution est de
déterminer les solutions de I’équation caractéristique . Sila fonction
admet deux racines réelles, alors la somme des deux fonctions solutions est
aussi une solution (77?) :

t = Cy exp™’ +Cy exp™?’ (2)
Si I’équation caractéristique admet une racine double : A3 = 2= la
Ast Ast

fonction £ — exp™®’ est solution, ce qui entraine que la fonction ¢ — texp
et aussi solution de I’équation. La somme des deux fonction & une constante
pres est donc solution :

t — Cyexp™t +Cyt exp™st. (3)

Si ’équation caractéristique n’admet pas de racines réelles | elle
admet deux racines complexes. Soit o+ ¢ une racine, alors : (m(a2 - 8%+
ac + b) 4+ 1(mB* + aB) = 0. Si t — exp® P est une solution dans C,



nous avons nos deux fonctions réelles solutions : t — Cyexp™ cos 3t, et t +—
Cs exp® sin St dont la somme est la fonction recherchée :

t = Cs exp™ cos Bt + Cg exp™ sin Bt (4)

2 Equation non homogéne du deuxiéme ordre

2.1 Approche mathématique (Souce KAL

« Ce sont les équations d’oscillations linéaire d’un point matériel sous
I’action d’une force élastique. » L’équation générale est de la forme :

d’x  dx
m—- + a— + br = Acoswt. 5
ar T ©)
On remarque que si z1(t) est solution, que z5(t) est solution de I’équation
homogene qu’on peut en tirer, alors x(t) + x2(t) sera solution de ’équa-
tion Nous allons partir d'une fonction généraliant le terme de droite de
I'équation : x(t) = B cos(wt + §). Alors I'équation [2.1| devient :

(—mw? + b)B cos(wt + 0) — awB € (wt + 6) = Acos(wt). (6)

Si on prend 'égalité : acosz + bsinx = a(cosx + ¢'), en développant et
en identifiant « et tand’ en fonction de a # 0 et b, il vient :

a = /(b — mw?)? + a?w?
aw ]
B(b— mw?)?

d' = arctan [

Comme = = wt+0, en prenant 6 = —d’, on arrive a : x(t) = aB cos(wt) =
Acos(wt). Nous avons une fonction solution ot aB = A & 8 =1 = ¢(w).
« Nous mettons en correspondance I’amplitude de 1'oscillation forcée & I'am-
plitude de l'oscillation de la force imposée, on détermine par le graphe y =

m(w) la courbe de résonance. »

2.2 Approche physique

La forme générale d’une equation différentielle du deuxiémes ordre a co-
efficients réels est :



& f df

(OZQ)W + (061)% + (ao)f = ﬁ (042,061,060,5) € R4.

1., d*f 2m df

S8 (—)=5+(—)+f=f
(CL)O) dt? ( Wo ) dt f ff

La deuxiéme forme étant modélisée avec des parameétres qui permettent de

leur attribuer des sens bien précis :

(
fi=1T1 ‘t:O: 0,
d
fo= d—J,: li=o= 0,
ff = f, valeur a la borne infinie,
fO = ;)_727

m est le coefficient d’amortissement.

\
Pour résoudre cette équation, on utilise une méthode qui consiste a détermi-
ner 1’équation caractéristique associée a & qu’on appelle E :

1
(E) : —2R2+ER+1:0.

On néglige le terme de droite pour le reprendre en considération dans des
conditions aux bornes plus tard. Le déterminant de cette équation vaut :

Q_m)g 4 _4(m2—1)‘

2 2
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On distingue alors trois cas :

A >0 . On obtient alors deux racines distinctes r; et ro.

{Tl = wo(—m + \/mTH)

ry = wo(—m — vVm? — 1).

La stabilité de la fonction solution sera dépendante de la valeur du coefficient
m. On peut d’ores et déja composer le tableau :

Coefficient d’amortissement | Racines de F Régime
m > 1 r1 < 0,79 < 0 | Régime stable et apériodique
m < —1 ry > 0,79 >0 Régime instable

La solution générale de cette équation s’exprime alors par :

f(t) = Ae™ + Be™' + f;.



Les paramétres A et B se déterminent par les conditions aux bornes :

d
A+B+ff:f(0):f0:0,d—{;|tOZAT1+BT2:0
S A=—g "2 , B = gso n
o — T o — T

On déduit alors la fonction f :

(1) = foo (1 — =tz |

Voici les graphique que nous déduisons :

FIGURE 1 — Régime stable et apériodique - m = 1.1.

FIGURE 2 — Régime instable - m = —1.1.



A < 0. Clestle cas o —1 < m < 1.Nous avons alors deux racines com-
plexes conjuguées ry et ro telles que :

{3‘%(7"1) = —1mwy
F(r1) = wovV'l —m? = =(r2).

La solution de I'équation non homogene est alors : f(t) = e*")! (A cos[S(ra)t]+
B sin[?R(rg)t]) qui conduit & une solution homogéne en prenant en compte
les conditions limites : soit f,. La stabilité de la fonction solution sera dé-
pendante de la valeur du coefficient m. On peut d’ores et déja composer le
tableau :

Coeflicient d’amortissement Racines de F Régime
m >0 R(r1) = N(r2) > 0 | Régime stable, régime pseudo périodique
m < 0 Régime instable
m =0 Régime oscillant

Comme pour le cas précédent, nous calculons la valeur des parameétres A et
B par les autres conditions aux bornes, soit en zéro. Il vient :

At foo = fo— j’;\ — AR(m) + BS(ry) = 0
R
ﬁA:_fmaB:fm%EZB

On détermine alors la fonction solution de & :

f(t) = fooe™ ™0 cos(wotv/1 — m?) + Sln(wot\/l —m?)] (8)

Voici les différents cas de figure que nous obtenons :

FIGURE 3 — Régime stable - m = 0.25.
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FIGURE 4 — Régime instable - m = —0.05.
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FIGURE 5 — Régime périodique- m = 0.

A = 0. Alors c’est la cas ou m £ 1. Nous déduisons le calcul de la racine
double réelle :

D = —T1Mwy



Nous aurons alors deux types de solutions :

Coefficient d’amortissement | Racines de £ Régime
m=1 rp <0 Régime stable
m=—1 rp >0 Régime instable

La solution f de I’équation & est alors du type :

ft) = (At + B)e™" + foo

On calcule toujours les paramétres A et B a la borne nulle par la fonction et
la dérivée, et on trouve :

B=—fw, A= forp = foc mwy.

Alors on déduit 'équation f solution de & :

F(t) = foo(1 = (14 muwgt)e ™0t). 9)

On retrouve le cas des graphiques déja présentés pour m > 1 et m < 1. Nous
représentons ci-dessous le graphique pour m dans le voisinage de I'unité, qui
marque la transition entre le régime stable apériodique (m > 1) et le régime
stable pseudo-périodique (m > 1).
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FIGURE 6 — Régime stable - m €]1 —¢;1 + €.



Conclusion On peut déduire le tableau des différents types de stabilité
pour une équation du type & en fonction du paramétre d’amortissement m.
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FIGURE 7 — Récapitulatif des états de stabilité de &.

3 Meéthodes par approximation

Il n’est pas toujours posible d’exprimer les solutions d’une équation dif-
férentielle en les termes d’une fonction. Il est donc nécessaire de développer
des méthodes par approximation.
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